Exercices - Séquence n® 13 - Fonctions (V) Tte Spécialité Mathématigues - 2025/2026

Exercices - Séquence n° 13 - FONCTIONS (V) :
primitives, équations différentielles

R S=sesser
e xr

o Equation différentielle y' = £,
= Notion de primitive d'une fonetion continue surun intervalle.
.. Deux pnmmves d'une meme fonction continue sur un mtervalle différent d'une constante. ;
o Primitives des I’nncuons de réference x> X pourn € Z, x> 2 exponenuelle, sinus, cosinus:
¢ Equation dlfférenue]!e y'=ayolaestun réel sallure des courbes,

e Equatirm différenﬁelie v = ay+ b. i

. Calculer une primitive en utihﬁmt Jes fonctions de référence etles fonctions de Ia forme (v"° u) X

e - Pourune équation différentielle y'=ay+hb(a+ 0) détermmer une soluﬁon parhcu[:ére cons:ant.e utiliser une
solution pour déterminer.toutes les solutions. :

e Pourune équatmn dlﬁ’férenuelley = ay h f a partir dela donnée d une soluhon parncuhére déterminer toutes les
solutions,’

. Exempie d'algorithme : résolution parla meﬂtode d’Euler de y f et yi= o.y + b

Ch : CHERCHER Mo;MODELISER | Re:REPRESENTER | Ra:RAISONNER Ca: CALCULER Co : COMMUNIQUER

Primitives et équations différentielles y’ = f |

[Ca-Co]

Dans chacun des cas, déterminer toutes les primitives F de la fonction f définie sur l'intervalle L

1) fx)=2x2—x+7 surl=R 6) f(x)=(x+1)e**** surl=R
2) f(x)-——%— &+e‘2* surl= ]0;+oo[ 7 f(x):—_-i- surl=]%;+m[.
3) fx)=@x+1)(x*+x+5) surl=R 8) f(x)= "”z:‘ surl=1]1;+oof.
4) fx)= T surl=]1;+ol[ 9 f(x)—m i

5) f(x)=(2x+3)3—1 surl=R
10) f(x) = —-—(33,”)5 surl=R.

[Ca-Co]
Dans chacun des cas, vérifier que la fonction f définie sur I'intervalle I est solution de I'équation différentielle.

_—x +2x+l

1) y'_ (xZ + 1)2

;surl=|l§.
+1

2) y =22, f(x)_—(tn(:c))2 7; surl= ]0;+oof,
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[Ra-Ca-Co]
Voici un écran d'un logiciel de calcul formel : 1 D‘“‘"‘( (' 3 ’“(")))
\_
1) Justifier I'affichage obtenu. [ 4 Développer. @ Infx)

2) Endéduire une primitive sur]0; +co[de f: x — 5x%in(x) + 3x.
3) Déterminer la primitive sur]0; +oo[ de f valant 2 en 1.

[Ra-Ca-Co]
g estla fonction définie sur [-2 ; 5] parla courbe ci-contre.

Déterminer le sens de variation d'une primitive de g sur [-2 ; 5].

h estune fonction définie sur [-3 ; 4] représentée graphiquement par la courbe @ ci-contre. B e
Les points A(-1; 0), B(1; 4) et C(3 ; 0) appartiennent 2 la courbe @. ¥
Parmi les deux courbes smvam:es. laquelle représente une primmve H de la fonction k sur [-3;4]? 17 \
Justifier soigneusement. - = Ve
0 1547
S

26| [Ra-Ca-Co]
Les trois questions suivantes sont indépendantes.

1) Démontrer que les fonctions: x v [n(5x) ; x+— 1+ n(x); x—3— ln( ) sont solutions sur ]0 ; +oo[ d'une
méme équation différentielle y’ = f .

2) SoientF et( les fonctions définies sur R par ; F(x) = e"' = Z et G(x) =
Sans calcul de dérivée, démontrer que F et G des primitives d'une méme foncuon sur R

3) SoientH et K les fonctions définies sur]2 ; +oo[ par: H(x) = 12:3’2'1 et K(x) = ’:f;’ 5

Sans calcul de dérivée, déterminersi H et K sont des primitives d'une méme fonction sur 12; +oo.

Dans chacun des cas, déterminer la primitive F de la fonction f définie sur Fintervalle I vérifiant la condition indiguée.

1) f(x)= (x —%)(J\:2 —x+4)° surl=R et F(1) =0. 5 fx) =,T:% surl =R et Fs'annule en-1,
2) f(x) =5e*(3e*+1)* surl= R et F(0)=0.
3) fx)=0, 5::e""z surl=R et F(1) = —

Y fx)=

6) f(x) =-!¥ surl =]0;+oo[ et F(e) = 1.

D) =—=

surl=R et F(—1) =2 ) el b

ch+21+3

-mz.
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o festdéfinie sur]—1;+oo[par f(x) = 222
2 _
‘ e gestdéfinie sur]0;+oof parg(x) = x_,S:tHJ'
. : e
e hestdéfinie sur R par h(x) =
e  kestdéfinie sur]—1;0[ par k(x) =_'"_z(xi1)z'

Les questions suivantes sont indépendantes.

1) a. Démontrer que pour tout x de ]~1; +oo, f(x) =2 e

x+1°
b. En déduire la primitive F de f sur]—1; +oo[ qui sannule en 1.

2) Déterminer une primitive de g sur ]0 ; +oof.

3) a. Démontrer que pour tout réel x, A(x) = 1 — %:1 —ﬁ.
. b. En déduire Ja primitive H de h sur R telle que H(0) = 1.

4) a. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que pour tout x de 10;1[ k(x) = E + 1% + uTcx)f 5

b. En déduire toutes les primitives de k sur ]0; 1[.

[Exercice 9] [Ra-Ca-Co]

f et F sont les fonctions définies sur R par: f(x) = 4x%e** et F(x) = (ax® + bx + c)e?*, ou @, b et ¢ sont des réels.

1) Déterminer des nombres réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x, F'(x) = f(x).
2) En déduire toutes les primitives de f sur R.

[Ra-Ca-Co]

g est fonction définie sur R par : g(x) = e**sin(x).

1) Déterminer des nombres réels a et b tels que pour tout réel x, g(x) = ag'(x) + bg'"(x), ol a et b sont des réels.
2) En déduire toutes les primitives de g sur R.

-Page3-
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5

Equations différentielles y' = ay + b ou s’y ramenant - |

[Re-Ra-Ca-Co]

Les questions suivante sont indépend:

1)

2)

3)

4)

5)

Dans chaque cas, résoudre I'équation différentielle dont les solutions sont des fonctions définies sur R.
a) y' =5y b) 2y'= -5y ) —-8'+20=0 d) u'=u

Déterminer la solution £, définie sur R, de I'équation différentielle y* + }y = 0 vérifiant f(3) = —1.

g estla solution, définie sur R, de I'équation différentielle ¥ =3y telle que g'(1) =2,
Justifier que g(1) = 5, puis déterminer la fonction g.

h est la fonction définie sur R par h(x) = 5e~4,
Déterminer I'équation différentielle de Ia forme ¥' = ay dont h est une solution.

Dans le repére ci-contre, on a tracé des courbes qui représentent
des fonctions solutions d’équations différentielles du type ¥’ = ay.

Associer chacune de ces quatre courbes 3 I'équation différentielle
(ED:y' =2y ou (E2):y' + 0,5y =0,

(Exercice 12] [Ra-Ca-Ca]

Dans chaque cas, justifier I'affichage obtenu sur I'écran du logiciel de calcul formel.

"‘. Rﬁﬁiﬁnﬂquy*?} 1 RésolEquaDiﬁ(Sy’-f-y
" y=ae-d o y=2eiip
[Ra-Ca-Co]

Les questions suivantes sont indépendantes.

1
2)

3

Résoudre I'équation différentielle y' ==3y+4.
Déterminer la solution g, définie sur R, de I'équation différentielle 3y’ + 6 = 4y vérifiant g(-3) = 2.

Déterminer la solution k, définie sur R, de I'équation différentielle ¥'+ 2y = —1 vérifiant h'(0) = —-1.

-Pm‘-
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Les étres vivants absorbent et assimilent du carbone de Fatmosphére.
On considére que leur organisme comporte une proportion constante de carbone 14.
Aprés leur mort, cette proportion diminue lentement.
e mestla fonction qui donne la masse résiduelle m(t), en g, de carbone 14 dans I'échantillon 4 la date t, en siécle.
« Lavitesse de désintégration m'(t) du carbone 14 2 la date t est proportionnelle 2 ]a masse 4 cet instant.

Ainsi, il existe un réel C tel que m'(t) = € X m(t).
« Un corps organique contenait une masse m, de carbone 14 2 I'instant t = 0 de sa mort.

1) Exprimerm(t) en fonction de C et de m,.
2) Onsait quela masse de carbone 14 dans un échantillon diminue de 1,24 % par siécle. En déduire la valeur de C.

3) Aujourd’hui, ce corps organique ne contient plus que 14 % de sa masse m, de carbone 14.
Déterminer I'dge de ce corps. Arrondir au centiéme.

[Ra-Ca-Co]

En 1980, 10 000 ménages vivant en France étaient équipés d'un ordinateur.
On note f(t) le nombre de ces ménages, en million, ¢ années aprés 1980 (¢ = 0).

Le modele de Verhulst (mathématicien Belge - 19me siécle) estime que sur la période 1980-2020,
f est solution sur [0 ; 40] de I'équation différentielle (E1) : y* = 0,022y(20 — y).

1) Onposeu = %
Démontrer que f est solution de (Ez) si, et seulement si, u est solution sur [0 ; 40] de I'¢quation différentielle
(E2): ¥’ = —0,44y +0,022.

2) Déterminer 'ensemble des solutions de (Ez).

3) En déduire I'ensemble des solutions de (Ex).

20

4) Démontreralors que la fonction f est définie sur [0; 40] par f(t) = Tl

5) DraprésI'INSEE, en 2014, la France comptait 28 765,9 milliers de ménages dont 78,8 % étaient équipés d'un
ordinateur. L’estimation faite par le modéle de Verhulst est-elle correcte ? Pourquei ?

Un circuit électrique comprend un générateur de force électromotrice E,
un condensateur de capacité C et un conducteur ohmique de résistance R.
q(t) estla charge du condensateur, en farad, t secondes aprés avoir établi le courant dans le circuit.

On sait alors que la fonction g vérifie: q" + éq = % :

1) Déterminer I'ensemble des solutions sur [0 ; +oo[ de I'équation différentielle q' + T:'E q= %.
2) Onsuppose que la charge initiale du condensateur est nulle, c'est-a-dire q(0) = 0.
Exprimer, pour tout réel t de [0 ; +o[, q(t) en fonction de ¢.
3) Déterminer la charge maximum Q du condensateur sachant que celle-ci est la limite de la fonction g en +oo.

4) Onnote T = RC. A quel pourcentage de sa charge maximum @ le condensateur est-il chargé aprés une durée de
charge égale & T ? Et aprés une durée de charge égale 2 5T ? Arrondir a I'unité.

-hses_
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x(t) est la distance, en métre, qui sépare le chariot de l'origine en fonction du temps ¢, en seconde (t=0).
D'aprés les lois de Newton, la fonction x vérifie (E1) : 200x" + 25x' = 50
o x"est la dérivée de la fonction dérivée x’ par rapport au temps t.

1) Déterminer x(0).

2) w(t) estla vitesse du chariot  I'instant t et vérifie v(t) = x'(t).
a. Démontrer que x est solution de (E1) si, et seulement si, v est solution de (Ez) : v = —0,125v + 0,25.
b. Résoudre sur [0 ; +oo[ I'équation (Ez).
¢.  Endéduire la vitesse »(t) du chariot pour tout réel positif ¢, sachant que sa vitesse initiale est supposée nulle.
d. Etudierlalimite de v en + et interpréter le résultat.
3) Démontrer alors que la fonction x est définie sur [0 ; +oo] par x(t) = 2t — 16 + 16e-%125¢,

4) Quelle estla distance, en m, parcourue par le chariot au bout de 30 secondes ? Arrondir au dixiéme.

[Mo-Ra-Ca-Co]

Un parachutiste chutait 4 une vitesse de 66 m.s-1 avant d'ouvrir son parachute.

¥(t) est sa vitesse de chute, en m.s-, £ secondes aprés I'ouverture du parachute.
Les frottements de I'air croissent rapidement avec la vitesse, et pour toutréel t = 0,
v'(t) + fs-vz(t) = g ol g estla constante gravitationnelle (g = 9,81).

1) f estla fonction définie sur [0 ; +oof par f(t) =

Pt S
v(t) -6"

a. Exprimer v(t), puis v2(t) en fonction de f(¢).
b. Exprimer v'(t) en fonction de f(t) et de £'(t).
¢. Endéduire que la fonction f est solution, sur [0 ; +cof, de I'équation différentielle E):y'= f—y + :46.
d. Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).
e

Déterminer £(0), puis en déduire I'expression de la fonction f.
f.  Endéduire Fexpression de la fonction .

2) Etudierlalimite de v en +oo et interpréter le résultat.
3) Aquelinstantt, la vitesse a-t-elle perdu la moitié de sa valeur initiale ? Arrondir 4 I'unité,

[Ch-Mo-Ra-Ca-Co]

Dans un environnement oil la température est maintenue  zéro degré Celsius, la vitesse de refroidissement d'un objet est
proportionnelle 4 la température de cet objet. Dans une piéce ot la température est maintenue & 0°C, un objet chauffé a
100°C voit sa température chuter 3 45°C en dix minutes.

En combien de temps la température de cet objet atteindra-t-elle 25°C 7 Arrondir 4 la minute.

-Page 6-
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Equations différentielles y' = ay + f ou s’y ramenant

[Ch-Mo-Ra-Ca-Co] D'aprés Bac Amérique du Nord, juln 2025
On considére I'équation différentielle (E) : y + ¥’ = (2x + 3)e ™™ ou y est une fonction de la variable réelle x.

1) Montrer que la fonction f;, définie pour tout nombre réel x par f;(x) = (x* + 3x)e™* est une solution particuliére de
I'équation différentielle (E).

2) Résoudre I'équation différentielle (E,): ¥ +y' = 0.

3) Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E).

4) Déterminer I'expression de la fonction g solution de I'équation différentielle (E) vérifiant g(0) = 1.

5) Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E) dont la courbe admet exactement deux points d'inflexion.

Exercice 21| [Ra-Ca-Co]
On consideére I'équation différentielle (E) : y' + 4y = xe™™.
1) Déterminer des nombres réels a et b tels que la fonction g définie sur R par g(x)} = (ax + b)e™* soit solution de (E).
2) Démontrer qu‘une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f — g est solution de (Eo) : ¥’ + 4y = 0.
3) Déterminer l'ensemble des solutions de (Eo).
4) En déduire 'ensemble des solutions de (E).
5) Déterminer la solution f de (E) telle que f(1) = 0.

[Ra-Ca-Co]

On consideére I'équation différentielle (E) : y' — 2y = T-:-ﬁ

f estla fonction définie sur R par f(x) = e?*g(x) ol g estune fonction dérivable sur R.

—2e7%%
1+e72x"

1) Démontrer que f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout réel x, g'(x) =

2) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

[Ra-Ca-Co]

Dans un secteur observé d’une région donnée, un prédateur empéche la trop forte croissance d'une population de petits
rongeurs. u(t) est le nombre de rongeurs, en centaine, vivants au temps t, en année, dans cette région.
w(e) = M0 _ @2

On admet que la fonction u vérifie, pour toutréel t = 0 (E,) : 4 12

u(0) =1
1) Onsuppose que pout tout réel positif t,onau(t) > 0.

h estla fonction définie sur [0 ; +oo[ parh = i
== o

) =~ h(t)+u.

h(®) =1

2) Donner les solutions de 'équation différentielle y' = _4—1 y+ ;:; et en déduire I'expression de h, puis celle de u.

Démontrer que la fonction u vérifie (E;) si, et seulement si, la fonction h vérifie (E;) : [

3) a. Selon ce modele, comment évolue la population de rongeurs en fonction du temps ?
b. Selon ce modéle, comment se comporte Ia taille de la population étudiée 4 long terme 7

-pagej'-
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t] [Ch-Re-Ra-Ca-Co]

f estune fonction dérivable sur R.
Son tableau de variations est donné ci-dessous, ou a et b désignent deux nombres réels.

X —0 a + oo

fGx) / . \

—0 — oo

1) Déterminer le signe de f'(x) selon les valeurs de x.

2) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; 7, 7), on a tracé deux courbes @ et %.

Elles coupent I'axe des ordonnées aux points A et B de coordonnées -2 et% respectivement.

L'une de ces courbes est la courbe représentative de la fonction dérivée f' de f et I'autre est la courbe représentative
d’une primitive F de la fonction f sur R.

a.
b.

Attribuer a chaque courbe la fonction qu'elle représente. Justifier.
ATaide des courbes @ et @, prouverquel <a <2 et b> 0.

3) Dans cette question, on admet que la fonction f est telle que pour tout réel x, f(x) — 2f'(x) = x.

a.

b.
c.

Déterminer une fonction affine g telle que pour tout réel x, g(x) — 2g'(x) = x.

Démontrer que la fonction f — g est une solution de I'équation différentielle y' = % ¥.
Résoudre cette équation différentielle et en déduire l'existence d'un réel k tel que :
pour tout réel x, f(x) = ke';‘ +x+2

En utilisant les coordonnées des points A et B, déterminer les fonctions f et F ainsi que les réels a et b,

_pags-
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Exercice Z. Résolution approchée d'une égua

f estla fonction définie sur [0 ; +oof par f(x) =

1
xZ41°
On se propose de déterminer la solution F de I'équation différentielle y* = f telle que F (0)=0.
Mais on ne connait pas de primitive de f sur [0 ; +co[. C'est pourquoi on va utiliser une méthode d’approximation, nommée

méthode d'Euler, qui consiste 3 construire une courbe proche de la courbe de la solution F cherchée.

* Premiers calculs
Ko : X =10
On choisit k = 0,1 et on définit la suite (x,,) sur N par {Vn €M%,y =2y 401"

On sait que F(0) =0, on pose y, = 0 et on définit la suite (y,) par: ¥n € N,y, = F(x,).

1) Compléter le tableau ci-dessous :

I32asrmeas s

gl

i

i
i

bt

ST

e Automatisation des calculs

On se propose de placer la suite des points A, 4 I'aide d'un programme.
3) Compléter la fonction « so/ution» écrite en langage Python,
qui a pour paramétres le nombre N de points & placer et le pas h,
et qui affiche les N premiers points obtenus par la méthode d’Euler.

4) Saisir le programme et Fexécuter avec N = 100 et h = 0,1.
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Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0; 7, 7).
On s'intéresse aux fonctions dérivables sur [0 ; +oo[, solutions sur [0 ; +oo[ de I'équation différentielle (E) : y' = 4 — y*.
On admet qu'il existe une unique fonction f solution de cette équation différentielle vérifiant £(0) = 0.

Afin d'obtenir une approximation de la courbe représentative de la fonction f, on utilise la méthode itérative d'Euler avec un
pas égal 4 0,2. On pose alors, x, = 0 et pour tout entier naturel n, x,,; = x, + 0,2.

1) Onsuppose que pour tout réel a de lintervalle [0 ; +oof, f(a + 0,2) est trés proche de 0,2f'(a) + f(a).
Montrer que pour tout entier naturel n, f(x,,,) est trés proche de —0,2f(x,,)? + f(x,) + 0,8.
On obtient ainsi une suite de points (M,,), d'abscisse x,, et d'ordonnée y, ol y, = 0
et pour tout entier natureln, y,,,, = —0,2y2 +y, + 0,8.

2) Lescoordonnées des premiers points sont consignées dans le tableau ci-dessous. Compléter ce tableau.

0 0,8000 1,4720

3) Placer dans un repére orthonormé d'unité 5 cm R R i

les points M,, pour n entier naturel inférieur ou égala 7.

4) D’aprés ce graphique, que peut-on conjecturer sur e R T R T
le sens de variation de la suite (y,) et sur sa convergence ? s '

5) Pour tout réel x, on pose p(x) = —0,2x* + x + 0,8.
Montrer que six € [0;2], alors p(x) € [0;2]. i

6) Démontrer que pour tout entier natureln, 0 < y, < 2. 5 el 5 25 .

7) Etudier le sens de variation de Ia suite (¥,).

8) Déduire des questions précédentes que la suite (¥, ) est convergente et déterminer sa limite.

Partie B : étude d'une fonction
g estla fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) =2 (:—"_—1) et @ est sa courbe représentative.

X4 1

1) Montrer que la fonction g est solution de I'équation différentielle (E) et vérifie g(0) = 0.
2) Montrer que @ admet une asymptote A dont on donnera une équation.

3) Etudier les variations de la fonction g sur [0; 4oof.

4) Déterminer I'abscisse & du point d'intersection de A et de la tangente & @ a l'origine du repére.
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